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Quesiti per il corso di Analisi funzionale
II (A. Bove, D. Guidetti)
1. Siano X e Y spazi normati su K = R o K = C e norme ‖ ·‖X e ‖ ·‖Y .
Dimostrare che, se T ∈ L(X,Y ),
‖T‖L(X,Y ) := sup
‖x‖X≤1
‖Tx‖Y ,
definisce una norma in L(X,Y ).
2. Dimostrare che, se Y e` completo, con tale norma L(X,Y ) e` completo.
3. Sia M ≥ 0. Poniamo
FM := {f ∈ C([0, 1])|∃x0 ∈ [0, 1] : ∀x ∈ [0, 1]|f(x)− f(x0)| ≤M |x− x0|}.
Provare che FM e` chiuso in C([0, 1]).
4. Provare che, se t ∈ [−pi, pi] \ {0}, n ∈ N,
n∑
k=−n
eikt = Dn(t) =
sin((n+ 12)(t)
2pi sin( t2)
.
Provare inoltre che, se
X = {f ∈ C([−pi, pi];C) : f(−pi) = f(pi)}
con la sua norma naturale e
Sn(f) =
∫ pi
−pi
Dn(t)f(t)dt,
‖Sn‖X′ = ‖Dn‖L1([−pi,pi]).
5. Sia X uno spazio vettoriale. Siano poi ‖ · ‖1 e ‖ · ‖2 norme su X tali
che:
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(a) munito di ciascuna delle norme ‖ · ‖j (j ∈ {1, 2}), X e` uno spazio di
Banach;
(b) esiste M ∈ R+ tale che ‖x‖1 ≤M‖x‖2 per ogni x in X.
Provare che le norme ‖ · ‖1 e ‖ · ‖2 sono equivalenti.
6. Sia X = C([0, 1]). Poniamo
D(A) = C1([0, 1]),
Au = u′, u ∈ D(A).
Provare che A e` un operatore chiuso. Piu` in generale, dato m ∈ N, sia
D(Am) = C
m([0, 1]),
Au = u(m), u ∈ D(A).
Provare che Am e` un operatore chiuso.
7. Sia X uno spazio vettoriale su C e sia u ∈ L(X,R). Poniamo f :
X → C, f(x) = u(x)− iu(ix). Provare che f ∈ L(X,C).
8. Sia X uno spazio normato. Dato x0 ∈ X, definire F : X ′ → K,
F (x′) = x′(x0). Provare che F ∈ X ′′ e che ‖F‖X′′ = ‖x0‖X .
9. Siano X un insieme, per ogni i ∈ I, Xi uno spazio topologico e
fi : X → Xi. Considerare la seguente famiglia B di sottoinsiemi di X:
B = {f−1i1 (A1) ∩ . . . f−1in (An) : n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I,
A1 aperto inXi1 , . . . , An aperto inXin}.
(I) Dimostrare che B e` base di una topologia τ in X.
(II) Dimostrare che τ e` la minima topologia in X che rende continue
tutte le fi.
(III) Dimostrare che, se x ∈ X, una base di intorni di x in τ e` data da
{f−1i1 (V1) ∩ . . . ∩ f−1in (Vn) : n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I,
V1 intorno di fi1(x) in Xi1 , . . . , Vn intorno di fin(x) in Xin}.
(IV) In particolare, se per ogni i ∈ I Xi ⊆ C con la topologia di sot-
tospazio, una base di intorni di x0 ∈ X e` costituita da
{{x ∈ X : |fi1(x)− fi1(x0)| < , . . . , fin(x)− fin(x0)| < }
: n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I,  ∈ R+}.
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(V) Siano (xn)n∈N una successione a valori in X e x0 ∈ X. Dimostrare
che lim
n→∞xn = x0 in X se e solo limn→∞fi(xn) = fi(x0) in Xi per ogni i ∈ I.
10. Siano Ω un aperto in Rn e g ∈ L1(Ω). Si consideri il funzionale T
su L∞(Ω) definito mediante
Tf =
∫
Ω
g(x)f(x)dx.
Provare che ‖T‖L∞(Ω)′ = ‖g‖L1(Ω).
11. Siano Ω un aperto di Rn e f localmente sommarie in Ω. Definiamo
il supporto supp(f) di f nel seguente modo:
supp(f) = {x ∈ Ω| ∀r > 0, (B(x, r) ⊆ Ω)⇒
∫
B(x,r)
|f(x)|dx > 0}.
Provare che:
(a) supp(f) e` chiuso in Ω;
(b) f(x) = 0 quasi dappertutto in Ω \ supp(f);
(c) se f e` continua, supp(f) coincide con la chiusura in Ω di {x ∈ Ω :
f(x) 6= 0};
(d) se f(x) = g(x) q. d. in Ω, supp(f) = supp(g).
12. Siano Ω un aperto limitato in Rn, 1 ≤ p <∞, m ∈ N. Provare che
f → (
∑
|α|=m
‖∂αf‖pLp(Ω))1/p
e` una norma inWm,p0 (Ω) e tale norma e` equivalente a f → (
∑
|α|≤m ‖∂αf‖pLp(Ω))1/p.
Utilizzando tale fatto, provare che Wm,p0 (Ω) 6= Wm,p(Ω).
13. Sia X uno spazio normato. Data una successione (an)n∈N a valori in
X, diremo che la serie
∑∞
n=1 an e` convergente se esiste (in X) lim
k→∞
∑k
n=1 an.
Diremo che la serie
∑∞
n=1 an e` assolutamente convergente se
∑∞
n=1 ‖an‖ <
∞.
Provare che X e` completo se e solo se ogni serie assolutamente conver-
gente e` convergente.
14. Siano 1 ≤ p ≤ ∞ e Ω un aperto in Rn. Definiamo
W−m,p(Ω) := {u ∈ D′(Ω) : u =
∑
|α|≤m
∂αfα, fα ∈ Lp(Ω)}.
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Data u ∈W−m,p(Ω), poniamo
‖u‖W−m,p(Ω) :=

inf{(∑|α|≤m ‖fα‖pLp(Ω))1/p : u =∑|α|≤m ∂αfα} se 1 ≤ p <∞,
inf{max|α|≤m ‖fα‖L∞(Ω) : u =
∑
|α|≤m ∂αfα} se p =∞.
Verificare che:
(a) ‖ · ‖W−m,p(Ω) e` una norma in W−m,p(Ω);
(b) con tale norma, W−m,p(Ω) e` uno spazio di Banach.
(Suggerimento: per provare (b), utilizzare il risultato del quesito 13).
15. Sia Ω un aperto regolare di classe Cm (m ∈ N). Costruire dettagli-
atamente un operatore di prolungamento P : Lp(Ω)→ Lp(Rn) (1 ≤ p <∞)
tale che, per ogni k in {0, 1, . . . ,m}, P|Wk,p(Ω) ∈ L(W k,p(Ω),W k,p(Rn)).
16. Dimostrare il caso generale del teorema di immersione di Sobolev-
Morrey. Precisamente, per m,n ∈ N, n ≥ 2, 1 ≤ p <∞:
(I) Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) se p ≤ q ≤ npn−mp se 1 ≤ p < nm ;
(II) Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) se p ≤ q <∞ se 1 ≤ p = nm ;
(III) Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) se p ≤ q ≤ ∞ se p > max{1, nm};
(IV) Wm,p(Rn) ↪→ Cσ0 (Rn) se p > max{1, nm}, 0 ≤ σ < m− np ;
(V) Wm,p(Rn) ↪→ Cm−
n
p
0 (R
n) se p > max{1, nm} e m− np 6∈ N.
17. Sia X uno spazio di Banach, con X ↪→ L∞(Rn) e C∞c (Rn) denso in
X. Provare che X ⊆ C0(Rn).
17. Sia Ω un aperto regolare limitato, di classe Cm (m ∈ N). Provare
che:
(I) Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) se 1 ≤ q ≤ npn−mp se 1 ≤ p < nm ;
(II) Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) se 1 ≤ q <∞ se 1 ≤ p = nm ;
(III) Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Rn) se 1 ≤ q ≤ ∞ se p > max{1, nm};
(IV) Wm,p(Ω) ↪→ Cσ(Ω) se p > max{1, nm}, 0 ≤ σ < m− np ;
(V) Wm,p(Ω) ↪→ Cm−np (Ω) se p > max{1, nm} e m− np 6∈ N.
18. Siano Ω un aperto limitato in Rm regolare di classe Cm, 1 ≤ p <∞.
Provare le seguenti estensioni del teorema di Rellich-Kondrakov (indichiamo
con ↪→↪→ un’immersione compatta):
(I) Wm,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) se 1 ≤ q < npn−mp per 1 ≤ p < nm ;
(II) Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) se 1 ≤ q <∞ se 1 ≤ p = nm ;
(III) Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Rn) se 1 ≤ q ≤ ∞ se p > max{1, nm};
(IV) Wm,p(Ω) ↪→ C(Ω) se p > max{1, nm};
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(V) W 2,p(Ω) ↪→↪→W 1,q(Ω) se 1 ≤ p < n, 1 ≤ q < npn−mp .
(VI) ∀p ∈ [1,∞), Wm,p(Ω) ↪→↪→Wm−1,p(Ω).
19. Siano (X, d) uno spazio metrico, A ⊆ X. Provare cheA e` relativamente
compatto se e solo se ogni successione a valori in A contiene una sottosuc-
cessione convergente a qualche punto di X.
20. Siano Ω un aperto limitato, regolare in Rn e u ∈ H2(Ω). Provare
che sono equivalenti le condizioni:
(a) u|∂Ω ≡ ∂u∂ν |∂Ω ≡ 0;
(b) u|∂Ω ≡ ∂ju|∂Ω ≡ 0 per ogni j = 1, . . . , n.
21. Sviluppare e studiare una versione variazionale del problema
∆2u(x) = f(x), x ∈ Ω,
u(x′) = ∂u∂ν (x
′) = 0, x′ ∈ ∂Ω.
Sugg.: considerare il funzionale sesquilineare a(u, v) =
∫
Ω ∆u(x)∆v(x)dx
nello spazio H20 (Ω).
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